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Vorwort zur 3. Auflage  
Mit der dritten Auflage dieses Buches geht (neben der stets anfallen-
den Verbesserung von Druckfehlern) eine Reihe von Änderungen in-
haltlicher Art einher.  Rein äußerlich ist das Buch etwas schlanker 
geworden.  Dies ist der nunmehr durchgängigen Darstellung der Algo-
rithmen in der Syntax der Computeralgebra Systeme Mathematica1 
und Maxima2 geschuldet.  Auf die in den ersten beiden Auflagen die-
ses Buches verwendete, seinerzeit gut verfügbare Programmiersprache 
Pascal wurde in der dritten Auflage verzichtet, da mit den in jüngster 
Zeit entwickelten, außerordentlich mächtigen, flexiblen, reichhaltig 
ausgestatteten und benutzerfreundlichen Programmiersystemen Ma-
thematica und Maxima (um nur einige der inzwischen gut verfügbaren 
Computeralgebra Systeme zu nennen) modernere Werkzeuge zur Ver-
fügung stehen.  Computeralgebra Systeme sind heute für Aufgaben im 
Bereich von Mathematik und Naturwissenschaften Programmierwerk-
zeuge der ersten Wahl.  Es sind in der Regel voll entwickelte, univer-
selle algorithmische Sprachen (wenn man so will:  Programmierspra-
chen) mit einer besonderen Stärke im Bereich der Symbolverarbei-
tung.  Für viele mathematische Zwecke unerlässlich ist ihre den her-
kömmlichen Programmiersprachen weit überlegene numerische Ge-
nauigkeit; für zahlentheoretische Probleme ist die exakte Ganzzahl-
arithmetik unverzichtbar.   

Darüber hinaus bieten Computeralgebra Systeme meist eine exzel-
lente Graphik- und Audio-Unterstützung.  Ihre hochgradige Interakti-
vität macht den Einstieg besonders für den gelegentlichen Nutzer ver-
gleichsweise angenehm.  Viele Unannehmlichkeiten bzw. Unzuläng-
lichkeiten älterer Programmiersysteme, wie z.B. starre und oft sehr re-
striktiv gehandhabte Datentypen, inkorrekte numerische Ergebnisse 
(aufgrund der eingebauten „Festwort“-Arithmetik) und ähnliches 
mehr gehören damit der Vergangenheit an.    

Für das, was sie leisten, sind praktisch alle Computeralgebra Syste-
me preiswert.  Aber besonders angenehm ist natürlich der Umstand, 
dass es darunter auch sehr leistungsfähige kostenlose Open Source 

                                                 
 
1  Nähere Informationen zu Mathematica:  http://www.wolfram.com   
2  Nähere Informationen zu Maxima:  http://maxima.sourceforge.net  
   Beispiele und weitere Informationen:  http://www.ziegenbalg.ph-karlsruhe.de   
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Systeme gibt − wie z.B. das in diesem Buch verwendete System Ma-
xima.  Für die Nutzbarkeit von Maxima ist es hilfreich, dass nunmehr 
(mit wxMaxima) eine recht intuitiv bedienbare Programmierober-
fläche zur Verfügung steht.  Natürlich gibt es auch in Maxima eine 
Reihe von Fußangeln für Anfänger.  Einige Hinweise, die Erstbe-
nutzern das Leben erleichtern sollen, finden sich im Internet unter der 
Adresse www.ziegenbalg.ph-karlsruhe.de.      

Da sich Computeralgebra Systeme oft an den Paradigmen der Pro-
grammiersprache Lisp orientieren (vgl. 8.7.2), unterstützen sie in der 
Regel besonders gut die Technik des funktionalen Programmierens.  
Dazu gehört primär eine angemessene Implementierung des Funk-
tionskonzepts in Verbindung mit Listenverarbeitung, Rekursion und 
Symbolverarbeitung.  Aber auch wenn Algorithmen durchgängig mit 
Hilfe von Computeralgebra Systemen realisiert werden, ist damit noch 
nicht die Frage entschieden, welches Programmierkonzept (Program-
mierparadigma, vgl. 8.3) dabei im Vordergrund stehen soll.  So unter-
stützt z.B. Mathematica auch das regelbasierte Programmieren sehr 
gut.  Im vorliegenden Buch gehen die Präferenzen eindeutig in Rich-
tung des funktionalen Programmierens; allerdings nicht in dogmati-
scher Form.  Dort, wo es angemessen erscheint, werden auch impera-
tive Lösungen aufgezeigt (so z.B. beim Sieb des Eratosthenes).  Vom 
Konzept der „anonymen Funktionen“, das aus der Welt der funktio-
nalen Programmierung stammt und mittlerweile auch in anderen Pro-
grammiersprachen Eingang gefunden hat, wird praktisch kein Ge-
brauch gemacht.    

Wenn in diesem Buch einige besonders wichtige Algorithmen (wie 
z.B. der Euklidische Algorithmus) parallel in mehreren algorithmi-
schen Varianten dargestellt werden, so soll dies der Vermittlung von 
Kritik- und Urteilsfähigkeit dienen.  Denn urteilsfähig wird man nicht 
allein dadurch, dass man einen bestimmten Programmierstil möglichst 
gut erlernt und beherrscht, sondern dadurch, dass man darüber hinaus 
(zumindest exemplarisch) zur Kenntnis nimmt, welche anderen wich-
tigen Sprachkonzepte es noch gibt.   

Im vorliegenden Buch wurden funktional formulierte Programme 
eher in Mathematica und imperativ formulierte Programme (vgl. 8.3) 
eher in Maxima realisiert, dessen Syntax (besonders im Bereich der 
Kontrollstrukturen) der von Pascal oft recht ähnlich ist.  Die Form der 
imperativen Lösung wurde besonders dann gewählt, wenn der Daten-
typ des Feldes verwendet wurde.  Dies soll aber nicht heißen, dass 
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Maxima primär das imperative Programmierparadigma favorisiert; im 
Gegenteil; als ein auf der Programmiersprache Lisp basierendes Sy-
stem unterstützt es natürlich auch die funktionale Programmierung in 
hervorragender Weise.    

Dieses Buch hat das Ziel, in die Grundlagen und die Geistesge-
schichte des Algorithmierens einzuführen.  Wenn man heute einen Al-
gorithmus formuliert hat, dann gibt es gute Gründe dafür, ihn auch 
laufen lassen zu wollen.  Dazu muss man den Algorithmus in die 
Form eines lauffähigen Programms bringen, und so wird im folgenden 
in der Regel auch verfahren.  Das Buch versteht sich aber nicht als 
eine systematische Einführung in eine konkrete Programmiersprache – 
dazu gibt es eine Fülle von Spezialliteratur.   

Programmieren heißt immer auch, dass man sich mit Fragen der 
Effizienz auseinanderzusetzen hat (vgl. Kapitel 5).  In diesem Buch 
stand bei der Formulierung der Programme vorrangig die gute Ver-
ständlichkeit im Vordergrund, also die „kognitive“ Effizienz (vgl. 5.2) 
und nicht primär die Laufzeit- oder Speicherplatzeffizienz.   

Schließlich möchte ich an dieser Stelle denjenigen danken, die den 
Entstehungsprozess dieses Buches unterstützt und gefördert haben:  
zuallererst meiner Frau Barbara für ihre Geduld und moralische Un-
terstützung, meinen Söhnen Oliver und Bernd für vielfältige produk-
tive Diskussionen und die Einbringung ihrer Kenntnisse über evolu-
tionäre Algorithmen und neuronale Netze.  Christian Stellfeldt, Tho-
mas Borys, Elke Bernsee und vielen meiner Studierenden sei dafür ge-
dankt, dass sie das Manuskript kritisch gelesen und kommentiert ha-
ben.  Last not least danke ich Herrn Klaus Horn vom Verlag Harri 
Deutsch für seine kompetente, konstruktive und freundliche Beglei-
tung des Herstellungsprozesses.   
 
Berlin, im Juli 2010            Jochen Ziegenbalg  
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Einleitung  
Die folgende Abbildung soll die Verwobenheit des Themas „Algorith-
men“ mit weiteren zentralen Themen unserer Geistesgeschichte sym-
bolisieren.    
 
 

Algorithmen  

Philosophie 

Mathematik Informatik 

Kulturgeschichte Heuristik 

Bildung  

 
Um diese Verwobenheit geht es im vorliegenden Buch.  Die Darstel-
lung versinnbildlicht, warum die Themenkreise Algorithmen und 
Computer auch zum Kanon unserer Allgemeinbildung gehören soll-
ten:  Sie stehen, wie im folgenden auszuführen sein wird, in einer re-
gen Wechselwirkung mit weiteren zentralen Themen unseres geistigen 
Lebens.   

Die bislang zum Themenkomplex Mathematik, Algorithmen, Com-
puter, Informatik vorgelegten Bildungsangebote stellen ein wildes 
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Konglomerat von Beiträgen dar, die sich zwischen den Polen zeitloser 
mathematischer Grundkenntnisse und extrem vergänglicher Com-
puterkenntnisse bewegen.  Besonders was die computerbezogenen 
Kenntnisse betrifft, kommt zudem eine Woge bisher nicht gekannter 
Kommerzialisierung auf die Bildungslandschaft zu.   

Allein schon deshalb, aber auch, weil die für Unterricht und Stu-
dium zur Verfügung stehende Zeit eine sehr knappe Ressource ist, 
wird es notwendig, die Kriterien und Inhalte der Allgemeinbildung 
immer wieder kritisch zu durchdenken.   

Der Computer (einschließlich seiner Software) ist ein hochgradig 
komplexes und mit einer gewissen, außerordentlich zeitabhängigen 
Beliebigkeit konstruiertes Gerät, das uns aber in die Lage versetzt, 
zeitlose fundamentale Ideen der Mathematik und Informatik zu reali-
sieren.  Bildungsrelevant im Zusammenhang mit dem Computer sind 
diese bleibenden grundlegenden Ideen – nicht jedoch die extrem 
schnell veraltenden Kenntnisse über dieses oder jenes Detail seiner 
Hardware, über gerade gängige Formen dieses oder jenes Betriebs-
systems oder die Besonderheiten graphischer bzw. sonstiger „Benut-
zerschnittstellen“.    

Wenn hier die Auffassung vertreten wird, dass Algorithmen im 
Zentrum unserer Wissenschafts- und Kulturgeschichte stehen, dann 
soll damit nicht gesagt sein, dass nur sie dieses Zentrum sind.  Die 
Abbildung auf der vorigen Seite enthält zentrale bildungswirksame 
Begriffe; es sind Facetten im Gesamtmosaik dessen, was Bildung 
ausmacht.  Dieses „Bildungsmosaik“ ist außerordentlich vielgestaltig; 
die Frage, was zu einer guten, richtigen, angemessenen Bildung ge-
hört, wird von den unterschiedlichsten Standpunkten her permanent 
diskutiert – aber kaum jemand wird heute in Frage stellen, dass 
Kenntnisse in Mathematik, Informatik, Naturwissenschaften und 
Technik auch dazu gehören.   

Für viele Menschen ist die Algorithmik (also die Lehre von und die 
Beschäftigung mit den Algorithmen) ein esoterisches Spezialphäno-
men unserer vom Computer durchdrungenen Zeit, das nur interessant 
zu sein scheint für hochgradig spezialisierte Berufsgruppen, insbeson-
dere Computerprogrammierer.  Dieses Bild ist jedoch nicht nur unzu-
treffend; das Gegenteil ist eher richtig.  Mit den ihnen innewohnenden 
Eigenschaften der Elementarität, Konstruktivität und Beziehungshal-
tigkeit (Vernetztheit und Vernetzbarkeit), mit ihrer Förderung experi-
menteller und operativer Arbeitstechniken stehen Algorithmen im 
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methodologischen Zentrum mathematischer Bildung – und weit dar-
über hinaus.   

Die Entstehung von Algorithmen hat zunächst einmal gar nichts 
mit dem Phänomen des Computers zu tun.  Wie in den historischen 
Ausführungen (in Kapitel 3) noch zu zeigen sein wird, sind die Algo-
rithmen sehr viel älter als die Computer.  Der Entstehung „des“ Com-
puters, wie wir ihn heute kennen, liegt geradezu das Motiv zugrunde, 
ein Gerät zur Ausführung der schon früher entwickelten Algorithmen 
zur Verfügung zu haben.  Bis zum heutigen Tag gibt es viele auf dem 
Gebiet der Algorithmik arbeitende Mathematiker und Informatiker, 
für die der Computer bestenfalls am Rande eine Rolle spielt.  Der re-
nommierte Mathematikhistoriker H. M. Edwards vertritt die wohl-
begründete Auffassung, dass alle Mathematik bis zum Auftreten der 
Zeitgenossen von Leopold Kronecker (1823–1891) algorithmischer 
Natur war (vgl. Edwards 1987).   

Einen der frühesten schriftlichen Belege für Algorithmen bietet die 
von Euklid im dritten Jahrhundert v.Chr. unter dem Titel „Die Ele-
mente“ verfasste Gesamtdarstellung des mathematischen Wissens sei-
ner Zeit (die neben vielen anderen natürlich auch den „Euklidischen“ 
Algorithmus enthält).  Euklids Werk war eines der erfolgreichsten 
Lehrbücher in der Bildungsgeschichte der Menschheit; es wurde bis in 
das 19. Jahrhundert hinein als Lehrbuch für Mathematik verwendet – 
ein Lehrbuch mit einer „Lebenszeit“ von über 2000 Jahren!   

Im Bildungszusammenhang ist weiterhin der Umstand bemerkens-
wert, dass auch der Algorithmus-Begriff aus einer ureigenen pädago-
gischen Intention heraus entstanden ist.  Der Begriff des Algorithmus 
geht zurück auf die Angabe des Geburtsorts („al Khowarizm“) desje-
nigen persisch-arabischen Gelehrten, der im neunten Jahrhundert ein 
wissenschaftsgeschichtlich äußerst einflussreiches Buch zur Verbrei-
tung der „indischen“ Ziffern, also der Zahldarstellung im Zehner-
system, geschrieben hat (man vergleiche dazu auch die Ausführungen 
zur Etymologie in Kapitel 2).  Die Art und Weise, wie wir heute die 
Zahlen schreiben und mit ihnen umgehen, geht entscheidend auf die-
ses Buch zurück, das mithin neben Euklids Elementen einen der 
wichtigsten Ecksteine in der Bildungsgeschichte der Menschheit dar-
stellt.   

Die Algorithmik hat, etwas vereinfachend ausgedrückt, zwei „Ge-
sichter“.  Zum einen gehört dazu der Entwurf, die Konstruktion von 
(neuen) Algorithmen sowie das Verstehen, Nachvollziehen und Ana-
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lysieren vorgegebener, insbesondere klassischer Algorithmen.  Soll 
die Beschäftigung mit der Algorithmik jedoch nicht nur theoretischer 
Natur bleiben, so gehört zum anderen aber auch die Abarbeitung von 
fertigen, vorgegebenen Algorithmen zum Gesamtgebiet der Algo-
rithmik.   

Der Entwurf von Algorithmen ist eine höchst kreative Aktivität; 
ihre Abarbeitung dagegen meist eine sehr langweilige Sache.  Deshalb 
gehörte zur Algorithmik schon immer der Versuch, Maschinen zur 
Abarbeitung von Algorithmen zu konstruieren.  Die Universalma-
schine zur Abarbeitung von Algorithmen ist heute der Computer; er 
stellt ein unentbehrliches Werkzeug für das algorithmische Problem-
lösen dar.  Die Formen des empirischen, experimentellen, ja sogar 
spielerischen Arbeitens, die auch in der im Prinzip deduktiven Wis-
senschaft der Mathematik von großer Bedeutung sind, hängen heute 
ganz massiv mit der Nutzung des Computers im Lern- und Bildungs-
prozess zusammen.  Der Computer ist das wichtigste Werkzeug, um in 
der Mathematik Experimente durchzuführen.  Er ist aber noch mehr.  
Vor allem im Zusammenhang mit dem modularen Arbeiten, also dem 
Arbeiten im Sinne des Baukastenprinzips, ist er ein Katalysator, der 
eine neue, intensivere begriffliche Durchdringung vieler klassischer 
und moderner Probleme ermöglicht und erzwingt.  Die Umsetzung 
von Algorithmen auf einem Computer geschieht in der Form der Pro-
grammierung des Computers.  Es gibt viele Formen und Varianten des 
Programmierens.  Programmieren „mit Stil“ ist eine anspruchsvolle 
geistige Aktivität, die der Pädagoge H. von Hentig in der ZEIT vom 
18. Mai 1984 mit eindrucksvollem Blick für das Wesentliche folgen-
dermaßen beschreibt:   

„Dies ist der Gewinn –  aber er wird mir nur zuteil, wenn ich 
den Computer dazu verwende: als Abbild meiner Denkprozesse, 
die ich in ihm objektiviere und erprobe.  Programmieren heißt 
eben dies.“      

Die Entwicklung moderner Programmiersprachenkonzepte steht im 
engsten Zusammenhang mit den fundamentalen Paradigmen des Algo-
rithmus-Begriffs und den philosophischen Grundfragen, die sich aus 
der Untersuchung der Grenzen der Algorithmisierbarkeit ergeben ha-
ben.  Der österreichische Philosoph Ludwig Wittgenstein (1989–
1951) hat sich in der ersten Hälfte des vorigen Jahrhunderts intensiv 
mit der Rolle der Sprache (und dabei insbesondere auch der formalen 
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Sprachen) für unser Denken befasst.  Von ihm stammt der Ausspruch  
„Die Grenzen der Sprache sind die Grenzen der Welt“, der auch in der 
„Welt des Computers“ seine Berechtigung hat.     

Wenn heute von der Rolle des Computers im Bildungswesen die 
Rede ist, dann geschieht dies aus ganz unterschiedlichen Perspektiven 
heraus.  Eine davon, nämlich die Rolle des Computers als Werkzeug 
für das algorithmische Arbeiten und Problemlösen, haben wir bereits 
angesprochen.  Daneben wird der Computer aber auch oft nur als Prä-
sentations- und Display-Medium genutzt; das „nur“ wurde hier des-
halb verwendet, weil dies eben nicht seine Einzigartigkeit als Werk-
zeug zur Unterstützung der menschlichen Denk- und Problemlöse-
fähigkeiten ausmacht.  Veranschaulichung und Visualisierung sind 
zweifellos wichtig für jede Form des Lernens; sie spielen insbeson-
dere auch im Mathematikunterricht eine große Rolle.  Die Kunst des 
Sehens in der Mathematik ist der Titel eines wohlbekannten Buches 
des italienischen Mathematikers Bruno de Finetti; schon der Titel 
macht die Bedeutung der Veranschaulichung von Mathematik deut-
lich.  Sehen ist aber mehr als bloße „Visualisierung“ – sehen heißt 
auch:  Zusammenhänge erkennen, Fundamentales identifizieren, 
Wichtiges von Unwichtigem trennen, komplexe Sachverhalte struktu-
rieren können, zu einer „Gesamtschau“ fähig sein.  So hat z.B. Leon-
hard Euler (1707–1783), einer der produktivsten Mathematiker aller 
Zeiten, in der Mathematik so viel „gesehen“, wie kaum ein anderer – 
obwohl er fast blind war.    

Nichtsdestoweniger ist auch die reine Visualisierung wichtig.  Aber 
wenn der Computer nur dazu verwendet wird, dann wird er in ähnli-
cher Weise benutzt wie ein Overhead-Display, wie ein (zugegebener-
maßen sehr komfortables) Filmgerät, wie ein Videorecorder oder wie 
ähnliche Präsentationsmedien.  Er hat diesen Geräten (wenn er richtig 
programmiert ist und sinnvoll verwendet wird) immer noch das Mo-
ment der „Interaktivität“ voraus, aber seine eigentliche Stärke als 
„Denkwerkzeug“ kommt durch diese Nutzungsformen nicht oder nur 
ungenügend zur Geltung.   

Es ist selbstverständlich, dass dieses Buch in einem Spannungsver-
hältnis zur Bildungsinformatik steht.  An Stelle einer expliziten Defi-
nition dieses etwas schillernden Begriffs versteht sich das vorliegende 
Buch als Beitrag zu dessen impliziter Klärung durch Beschreibung 
eines ihrer wichtigsten Themenkreise.  Es ist wohl richtig, dass Algo-
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rithmik nicht gleich Bildungsinformatik ist; aber sie ist eine ihrer 
wichtigsten Facetten.   

Wodurch hebt sich nun aber eine Darstellung zur Bildungsinfor-
matik von einer zur „reinen“ Informatik ab, wodurch unterscheidet 
sich dieses Buch von Darstellungen zur Informatik – ohne den Bil-
dungs-Zusatz?  Dies geschieht vorrangig durch die verstärkte Berück-
sichtigung geisteswissenschaftlicher Themenkreise.  So wurde im 
vorliegenden Buch besonderer Wert gelegt auf die ausführliche Dar-
stellung historischer Entwicklungen, auf philosophische Hintergründe 
und Zusammenhänge, auf die Heuristik des algorithmischen Pro-
blemlösens und auf eine exemplarische, am konkreten Beispiel orien-
tierte Entwicklung vieler abstrakter Ideen der Informatik.  Die Bei-
spiele sind zudem so ausgewählt, dass sie im weitesten Sinne als bil-
dungsrelevant bezeichnet werden können.  Hierzu gehören viele schu-
lisch und historisch bedeutsame Algorithmen: das Verfahren des ba-
bylonischen Wurzelziehens, der Euklidische Algorithmus, das Sieb 
des Eratosthenes, das Verfahren von Archimedes zur Approximation 
der Kreiszahl π und vieles mehr.  Bildungsrelevant ist aber auch eine 
Reihe von Themen, die im Kanon unseres derzeitigen Schulwissens 
eher unterrepräsentiert sind, wie z.B. der gesamte für die Informa-
tionsverarbeitung enorm wichtige Themenkomplex:  Bäume, Netze 
und Graphen.  Auch die Würdigung des Themas heuristische Strate-
gien lässt im derzeitigen Schulsystem sehr zu wünschen übrig.  Die 
Behandlung der Strategien des Problemlösens hat im Schulsystem 
keinen zentralen „Ort“.  Es gibt kein Schulfach Heuristik, und der Ein-
führung eines solchen Faches soll hier auch nicht das Wort geredet 
werden, denn heuristische Strategien sind in der Regel fächerübergrei-
fender Natur.  Heuristik müsste inhaltsbezogen im Fachunterricht 
thematisiert werden.  Dies geschieht aber bestenfalls nur sporadisch; 
zum einen, weil die Lehrpläne (ob tatsächlich oder vermeintlich, sei 
dahingestellt) keinen Raum dafür bieten, zum anderen, weil sich auch 
die Studierenden nur in den seltensten Fällen während ihres Studiums 
explizit mit heuristischen Fragen befassen – bzw. befassen müssen.  
Heuristik lässt sich nur schwer in Lehr- und Studienpläne gießen.  
Und es ist nicht einfach, Kenntnisse in Heuristik abzuprüfen.  Den-
noch ist ein Wissen über heuristische Strategien von großer Bedeu-
tung für die Zukunft der Lernenden – vielleicht wichtiger als manches 
fachliche Detail, das sehr bald wieder vergessen wird.   
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Eine gewisse Sonderrolle spielt in diesem Zusammenhang jedoch 
die Informatik und speziell das Teilgebiet der „künstlichen Intelli-
genz“ (es ist hier nicht der geeignete Ort, um auf die Problematik die-
ses schillernden Begriffs näher einzugehen).  Im Rahmen der Versu-
che, das Phänomen des „intelligenten Verhaltens“ zu simulieren, 
kommt die Thematisierung heuristischer Verfahren auf ganz natürli-
che Weise ins Spiel.  Die Informatik ist also möglicherweise nicht der 
einzige, aber auf jeden Fall ein ausgezeichneter Ort, um der Heuristik 
eine geeignete Heimstatt zu geben – und wenn dies erfolgt, dann ist 
das ein wesentlicher Schritt, damit aus einer reinen Informatik eine 
Bildungs-Informatik wird.   

 
 




