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*
/ Zinseszinsrechnung
FORMELSAMMLUNG MATHEMATIK //////ZrRaﬂEnredUmng

Investitionsrechnung

FINANZMATHEMAT IK % Tilgungspléne
p = Zinssatz iIn Prozent

1 = Zinssatz = p/100
n = Laufzeit in Jahren
ZINSESZINSRECHNUNG
ETC_“_«_;‘?!E?! Ko = Anfangskapital

Kn = Endkapital
(%11) K[n]=K[O0]*r**n; n = Laufzeit in Jahren
N r = Aufzinsungsfaktor
(%ol) K,=Kgyr
/>
Aufzinsungsfaktor
(%i8) r=1+p/100; p ist im allgemeinen der dekursive
P Jahreszinssatz per annum in Prozent (%)
(%08) r=—+1
100 i = p/100 ist derselbe Zinssatz als

(i9) r=1+i; Dezimalzahl
(%09) r=1+1
/>
Anfangskapital

(%12) K[O]=K[n]/r**n;

Kn
0 -
(%02) KO--rn
/*
Zinssatz

(%i3) r=(K[n]/K[0]**(1/n):
K\W/n<e— o

Ko
(%14) p=100*(r-1);
(%o4) p=100(r-1)

n-te Wurzel

(%03) r=
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Schreibmaschine
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Investitionsrechnung
Tilgungspläne


Johann Weilharter
Pfeil

Johann Weilharter
Pfeil
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Pfeil
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Pfeil

Johann Weilharter
Unterstreichen

Johann Weilharter
Schreibmaschine
Ko = Anfangskapital
Kn = Endkapital
n = Laufzeit in Jahren
r = Aufzinsungsfaktor

Johann Weilharter
Schreibmaschine
n-te Wurzel

Johann Weilharter
Pfeil

Johann Weilharter
Schreibmaschine
p ist im allgemeinen der dekursive
Jahreszinssatz per annum in Prozent (%)

i = p/100 ist derselbe Zinssatz als
Dezimalzahl
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%17) n=Clog(K[n1)-log(K[0]))/1og(r);

Iog(Knj - Iog(Koj | |
(%07) n= 10 % Zinsen dekursiv bedeutet,
|09(r> dass bei einem Kapital von
/> 1000 nach einem Jahr 1100,--
zurickgezahlt werden muss.
RENTENRECHNUNG 10% Zinsen antizipativ bedeutet,
dass bei einem Kapital wvon
1000 nur 900, -- ausbezahlt werden
R = Rentenr !
r = Aﬁf;?nsﬁﬁesfaktor und 1000, -- zurilckbezahlt werden
: AbZ i gf K miissen. Dekursiv gesehen, sind
\E/ - . élns:ngs aKtor das also mehr als 10%
= Endwer
B = Barwert
NACHSCHUSSIG (die Zahlung erfolgt am Ende der Rentenperiode)
Endwert

(%i10) E=(r**n-1)*R/i;

(%010) E;:[rnffL]R

/*

(%il2) B=R*(1-v**n)/i;

[1 - v”j R
(%012) B=-— "
/*
VORSCHUSSIG (die Zahlung erfolgt am Beginn der Rentenperiode)
Endwert

(%i13) E = R*((r**n-i)/d);



Johann Weilharter
Schreibmaschine
10 % Zinsen dekursiv bedeutet,
dass bei einem Kapital von
1000 nach einem Jahr 1100,--
zurückgezahlt werden muss.

10% Zinsen antizipativ bedeutet,
dass bei einem Kapital von 
1000 nur 900,-- ausbezahlt werden
und 1000,-- zurückbezahlt werden
müssen. Dekursiv gesehen, sind
das also mehr als 10%

Johann Weilharter
Rechteck

Johann Weilharter
Unterstreichen

Johann Weilharter
Schreibmaschine
(die Zahlung erfolgt am Ende der Rentenperiode)

Johann Weilharter
Schreibmaschine
(die Zahlung erfolgt am Beginn der Rentenperiode)
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[r”—in

(%013) E =

d
/*
d 1st der Diskontsatz,
d = 1i/(1+1)
/*
Barwert

(%il4) B=R*(1-v**n)/d;
[1-—v”jR

(%014) B="—

/*

AQUIVALENZPRINZIP

Das ist das Grundprinzip von Geldgeschaften:
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Leistung = Gegenleistung
(bezogen auf denselben Zeitpunkt)

ANWENDUNG

* Rentenumwandlung

* Investitionsrechnung
* Tilgungsplan

/*

KOSTEN- UND PREISTHEORIE

KOSTEN
/*

Gesamtkosten
proportionale Kosten
*X = variable Kosten
= Fixkosten

(%115) K(X):=k*x+F;
(%015) K(x):=k x+F

ie lineare Kostenfunktion ist ein sehr einfaches Modell.


Johann Weilharter
Unterstreichen

Johann Weilharter
Rechteck

Johann Weilharter
Rechteck

Johann Weilharter
Unterstreichen
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/*

Bei einer linearen Kostenfunktion gibt es kein -> Betriebsoptimum!
/*

(%116) K(X):=a*x**2+b*x+cC;
(%016) K(x):=ax?+bx+c
/*

c sind die Fixkosten

/*

(%117) K(X):=a*x**3+b*x**2+c*x+d;
(%017) K(x):=ax3>+bx?+cx+d
/*

d sind die Fixkosten

Eine geeignete Kostenfunktion dritten Grades gibt eine
s-formige Kostenkurve

/*

Das Betriebsoptimum ist jene Ausbringungsmenge, bei der die Durch-
schnittskosten am Kfeinsten werden. Die Kleinsten Durchschnitis-
Kosten heinen auch TangTristige Preisuntergrenze. Die Durchschnitt:
kosten nennt man auch Stuckkosten. Die Berechnung des Betriebsopti
iIst eine Extremwertaufgabe

/*

Allgemein fur Kostenfunktion
%i1) K(X);

(%o1l) K(x)

/*

Allgemein fiUr Durchschnittskosten
(%12) DK(X):=K(X)/X;

(02) DK(x) := X



Johann Weilharter
Unterstreichen

Johann Weilharter
Unterstreichen
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/*

Wir missen die erste Ableitung NULL setzen,
das ist die notwendige Bedingung fur das
Auftreten eines Extremwerts!

(%i13) ab:diff(DK(X),X);

DK

0 -
(%03) » 2
(%14) 1:solve(ab=0);
K(x)
(%04) [X =d7]
o KO
d x
/*
Das i1st die allgemeine L6sung fur das Betriebs-
optimum
/*

Wenn man das Betriebsoptimum iIn die Durchschnittskosten
einsetzt, erhalt man das Minimum der Durchschnittskosten.
Dieses nennt man auch langfristige Preisuntergrenze.

/*

Die Grenzkosten geben an, wie sich die Kosten andern,
wenn sich die Ausbringungsmenge Im Durchschnitt um
EINS andert.

Die Grenzkosten sind die Ableitung der Gesamtkosten.
19) K(X);
(%09) K(x)
(%i1l) GCGKX):="diff(K(X),x);
d
(%o011) GK(xj::d—XK(xj

/*



Johann Weilharter
Rechteck
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Die Kostenkehre, ist der Wendepunkt der Kostenkurve. In der
Kostenkehre haben die Grenzkosten ein Minimum.

/*
Kostenfunktion
(%112) KX);
(%012) K(xj
/*
Man muss die zweite Ableirtung der Kostenfunktion
NULL setzen
(%113) ab2:"diff(K(x),x,2);
d2
d x?2
(%114) 1:solve(ab2=0,x);
2

(%013) K(x)

(%o14) [-2

K =0
d x? (Xj |
/*

NACHFRAGE

Die Nachfrage gibt an, wie sich die nachgefragte Menge
andert, wenn sich der Preis andert.

/*

wenn der Preis steigt, sinkt die Nachfrage und umgekehrt
wenn der Preis sinkt, steigt die Nachfrage

Eine bekannte Ausnahme ist der Snob-Effekt (“'was nichts
kostet, i1st nichts wert')
/*

(%115) p(X):-=a*x+b;
(%015) p(x)j:=ax+b
/*


Johann Weilharter
Unterstreichen
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(%116) pX):=a*x**2+b*x+cC;
(%016) p(x):=ax®+bx+c
/*

* lineare Funktion aus zweil Punkten

* lineare Funktion aus mehr als zweir Punkten
-> lineare Regression

* quadratische Funktion aus drei Punkten

/*
UMSATZ

Der Umsatz (auch "Erlos'™) ist das Produkt aus
Menge X Preis

Das darf man nicht mit dem mengenmalligen Umsatz,
den man auch Absatz ( oder auch -> Nachfrage
nennt)

(%11) UXX):=p(X)*X;
(%ol) U(x):=p(x)x
/*

Umsatz bei linearer Nachfragefunktion

(%12) p(x):=a*x+b;
(%02) p(x):=ax+b
Cb19) U =p(xX)™X;
(%09) U(x):z=p(x)x
(%i10) UQ):

(%010) x(ax+b)
(%i11) expand(%);
(%011) a x?+b x

/*


Johann Weilharter
Unterstreichen
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Ergebnis: wenn eine lineare Nachfragefunktion
gegeben i1st, dann ist die Umsatzfunktion eine
quadratische Funktion

/*

(%112)
(%012)
(%113)
(%013)
(%114)
(%014)
(%115)
(%015)
/>

p(x) :=a*x**2+b*x+cC;

p(x):=ax®+bx+c
UCX) 1=p(X)*x;

U(x] = p(x) %

U(x);

x(ax?+bx+c)
expand (%) ;

ax3+bx?+cx

Bei einer quadratischen Nachfragefunktion ergibt sich
eine Kostenfunktion dritten Grades.

/*

(%i111)
(%011)
(%112)
(%012)
/*

P(X);

p(x)

U(X) :=p(X)*X;
U(x] = p(x) %

Man muss die erste Ableitung bestimmen

(%il3)
(%013)

/*

ab:diff(U(X),X);

X +p(X)

P

Wenn man diese Ableitung NULL setzt, erhalt man die
umsatzmaximale Menge.

/*
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Wenn man die umsatzmaximale Menge 1In die Nachfrage-
funktion einsetzt, erhalt man den umsatzmaximalen Preis.

/*

Wenn man die umsatzmaximale Menge In die Umsatz-
funktion einsetzt, dann erhalt man den maximalen Umsatz.

/*

GEWINN

Gewinn = Erlos - Kosten
Gewlnn = Umsatz - Kosten
/*

Definition

(%116) G(X):=E(X)-K(X);
(%016) G(x) :=E(x)- K(x)
(%117) G(X):=U(X)-K(X);
(%017) G(x):=U(x)-K(x)
/*

(%il) G(x) > 0;
(%01) G(x)>0
/*

(%w12) G(x)= 0;
(%02) G(xj =0
/*


Johann Weilharter
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(%i3) G(x) < O;
(%03) G(x)<0
/*

(%i14) G(x) = 0;
(%o4) G(x)=0
C15) E(X) = K(X);
(%05) E(x)=K[x)

/%

Untergrenze der Gewlinnzone:

* Break Even Point
* Nutzenschwelle
* Gewinnschwelle

Obergrenze der Gewinnzone:
* Nutzengrenze
* Gewlnngrenze

/*

Die Counotsche Menge ist jene Menge, fiur die der Gewinn
maximal wird. Das ist also die gewinnmaximale Menge.

Wenn man die Cournotsche Menge i1n die Nachfragefunktion
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einsetzt, erhalt man den Cournotschen Preis. Der sogenannte
Cournotsche Punkt hat zweir Koordinaten: die Cournotsche Menge

XC und den Cournotschen Preis pC.

Wenn man den Cournotschen Preis i1In den Gewinn einsetzt, erhalt

man den maximalen Gewinn.
/*

WAHRSCHE INL 1CHKE I TSRECHNUNG

/*


Johann Weilharter
Rechteck
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(%16) n:6;

(%06) 6

Vi

Zufallsvariable Hier wird von der gruppierten

(%i8) X:makelist(x[i],i,1,n); Liste ausgegangen.

(%08) [ X1, X5, Xz, Xy, X5, Xg 1 Mit Hilfe des Unterprogramms
"descriptive" kann man mit

/= Maxima auch aus umfangreichen

Urlisten leicht gruppierte
Listen erzeugen.

Absolute Haufigkeiten

(%19) H:makelist(h[i],1,1,n);
(%09) [hy.h,,hg,hy,hg,hgl
(%115) N:sumCh[i],1,1,"n);

(%015) Z h
i=1

/*
Relative Haufigkeiten
(%116) P:H/N;

h h
(%o16) [———, >

hy h, hg he
n n n n n
> hi > hi > hi > hi > hi > hi

i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Wahrscheinlichkeirten

(%i117) killCall);
(%00) done
(%1l) EQO)=sumCh[i]*x[1],1,1,n)/sumCh[1],1,1,n);

Der Erwartungswert ist das gewogene arithmetische Mittel.


Johann Weilharter
Schreibmaschine
Hier wird von der gruppierten
Liste ausgegangen.

Mit Hilfe des Unterprogramms
"descriptive" kann man mit
Maxima auch aus umfangreichen
Urlisten leicht gruppierte
Listen erzeugen.

Johann Weilharter
Schreibmaschine
Der Erwartungswert ist das gewogene arithmetische Mittel.
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Zh

i=1

(%ol) E(X)=
o

Pa—

12) EQO=sum(pLi]*x[1],1,1,n);

n
das ist die Formel fiir den Erwartungs-
(%02) E(ij P; X5 wert, die Ublicherweise von uns verwendet
wird.
=1
/>
Varianz

13) V(X)) = E((X-W)**2);

2
0 = -
(AOS) V(X)"E((X LU ] die Varianz ist die mittlere quadratische
Ve Abweichung vom Erwartungswert!

(%14) S(X) = sgrt(V(X));
(%04) S(XJZ V(Xj die Streuung ist die Wurzel aus der

Varianz
/>

(%i15) X:[1,2,3,4,5];
(%05) [1,2,3,4,5]
(%i16) H:[2,3,6,4,2];
(%06) [2,3,6,4,2]
(%i7) n:length(H);

Anregung: rechne dieses Beispiel nach

(%07) 5
(%i9) N:sum(H[i],i,1,n);
(%09) 17

(%i10) P:H/N;
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wert, die üblicherweise von uns verwendet
wird.

Johann Weilharter
Schreibmaschine
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3 6 4 2

2
0 -
(%010) [17 717 7 17 7 17
/*

]

117
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Der Erwartungswert (Notendurchschnitt)

(%i12) mzsum(P[i]*X[i],i,1,n);
52
0 _
(%012) 17
(hi14) X1z (X-m)**2:
1225 324 1 256 1089
(%014) [ , , , , 1
289 ’ 289 7 289 ’ 289 ° 289
/*

Die Varianz

(%115) v:isum(P[i]*X1[i],i,1,n);

390
0 -
(%015) 289
/*
Die Streuung

(%117) s:sqre(v);

~/ 390
0
(%017) —
/*

ADDITIONSSATZ der Wahrscheinlichkeitsrechnung

(%i19)

(%019) W(A oder B) = W(A) + W(B)

/*

"W(A oder B) = W(A) + W(B)";

(%i23)
(%023) 22: Wixy)=1 <—
k=1

/*

“sum(W(X[KD .k, 1, "n)=1;

Merke:

die Summe iber eine vollstandige

Wahrscheinlichkeitsverteilung muss immer

1 sein

(100%) .



Johann Weilharter
Schreibmaschine
der Wahrscheinlichkeitsrechnung

Johann Weilharter
Rechteck

Johann Weilharter
Schreibmaschine
Merke: die Summe über eine vollständige
Wahrscheinlichkeitsverteilung muss immer
1 sein (100%).

Johann Weilharter
Rechteck

Johann Weilharter
Pfeil
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(%i26) W(x<=k)="sum(W(x[i]),i,1,K);

k

das braucht man bei vielen Aufgaben-
(%026) W(X'<: k): zz: W[Xij stellungen
i=1
Ve
WAHRSCHEINLICHKEITSVERTEILUNGEN
/>

Parameter:
n (Unfang der Stichprobe)
p (zugrunde liegende Wahrscheinlichkeit)

(%1l) n;
(%0l1l) n
%i2) p;
(%02) p
(%13) E:n*p;
(%03) np

(%14) V:in*p*(1-p);
(%04) n(l-p)p
(%15) W(k):=binomial(n,k)*p**k*(1-p)**(nh-k);

%05) | W(K) := [E

k n -k
P (1 - pj das ist die Formel fir die
Binomialverteilung

Parameter: m=p=E=V

(%i6) m;
(%06) m
17) W(k)::=m**k/k!*exp(-m);
mK das ist die Formel fir die Poisson-
(%o7) W(k)::]ZI’eXp(_rn) verteilung
Ve

KOMPLEMENTAREREIGNIS


Johann Weilharter
Schreibmaschine
das braucht man bei vielen Aufgaben-
stellungen

Johann Weilharter
Rechteck

Johann Weilharter
Rechteck

Johann Weilharter
Schreibmaschine
das ist die Formel für die
Binomialverteilung

Johann Weilharter
Rechteck

Johann Weilharter
Schreibmaschine
das ist die Formel für die Poisson-
verteilung
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(%i8) "W(A®)=1-W(A)":
(%08) W(A')Zl—W(A) "Sein oder nicht sein" ->

tertium non datur est
/>

DIFFERENT IALRECHNUNG

/*

(%19) FT(X):=x**n;
(%09) F(x):=x"
%110) “diff(F(X),x)=diffF(F(x),Xx);

Man ermittelt die Ableitung einer Potenz,

d -
(%010) Er—an =n x" 1 in dem man die Hochzahl um 1 vermindert und
X mit der alten Hochzahl mutlipliziert

/*

(%11ll) FT(X):=c*u(Xx);
(%o11) F(x):=c u(x
(%112) “diff(FX) ,x)=diff(f(x),x);

(%012) d (C u(xjj::c d U(Xj e%n konstgnter FaktoF bleibt beim
d x d x Differenzieren unverandert

Ve

Summenregel

(%113) FTO):=u(x)+v(X);
(%013) F(x) :=u(x)+ Vv(X)
(wild) “diff(F(X),x)=diff(F(x),x);

d d d
%014) ——|VI(X|+U(X|]|=—V[X|]+—U[X
o014y " (vix)+uix))= L vix)+ L ulx
/> man bildet die Ableitung einer Summe, indem man
die Summe der Ableitungen bildet
Produktregel

(%115) FO):=u(x)*v(X);


Johann Weilharter
Schreibmaschine
"Sein oder nicht sein" ->
tertium non datur est

Johann Weilharter
Rechteck

Johann Weilharter
Schreibmaschine
Man ermittelt die Ableitung einer Potenz,
in dem man die Hochzahl um 1 vermindert und
mit der alten Hochzahl mutlipliziert

Johann Weilharter
Schreibmaschine
ein konstanter Faktor bleibt beim
Differenzieren unverändert

Johann Weilharter
Schreibmaschine
man bildet die Ableitung einer Summe, indem man
die Summe der Ableitungen bildet


(%015) F(x):=u(x) V(x|
%i16) "diFF(F() ,x)=diFF(F(), %)
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d d d
(%016) H[u(xj V(x| = u(x) HV(X) + V(X) Hu(xj
/* (f.g) '=f'.g+f.g"
Quotientenregel
(%1l7) T :=u(x)/v(X);
. __ul(x)
(%017) F(x) 00
%i18) “diff(F(x),x)=diFF(F(x),x):
d u(x) u(x) d v(X)
. d u(x) dx d x
(%018) v Xy vix)?
(%119) factor(%);
. u(x) ———v(x)| - v(x) iu(x)
(%019) d u( ):_ d x d x
d x v(x) v(x)?
/*
(£/g9)'= (£'.g-f.g')/g?
INTEGRALRECHNUNG

Die Integralrechnung ist die Umkehrung der
Difterentialrechnung-

/*

(%120) FT(X):=x**2;
(%020) F(x) :=x?

(%122) Tintegrate(f(x),x) = integrate(f(x),X);

3

(%022) j‘xz d X =);

/*


Johann Weilharter
Schreibmaschine
(f.g)'=f'.g+f.g'

Johann Weilharter
Rechteck

Johann Weilharter
Schreibmaschine
(f/g)'= (f'.g-f.g')/g²

Johann Weilharter
Rechteck

Johann Weilharter
Rechteck

Johann Weilharter
Unterstreichen
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(%123) FT(X):=x**2;
(%023) F(x) :=x?
(%i124) a:0;

(%024) O

(%125) b:l;

(%025) 1
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(%126) Tintegrate(f(x),x,a,b) = integrate(f(x),x,a,b);

(%026) sz dx=1

/*

/*

Die Nullstellen einer Funktion sind ihre

SC“HIEEDUHREG mit der x-Achse

%il) FX);

(%o1) F(x)

(%i2) solve(f(x)=0);
(ho2) [F(x)=0]
(%i3) realroots(f(x));
(%03) [F(x)=0]

/>

man braucht nur die reellen L&sungen


Johann Weilharter
Rechteck

Johann Weilharter
Unterstreichen

Johann Weilharter
Schreibmaschine
man braucht nur die reellen Lösungen
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Zuerst die x-Werte durch NULL-Setzen
der ersten Ableitung bestimmmen,

die Funktionswerte durch Rickeinsetzen
in F(xX). Mittels der zweiten Ableitung
kann man dann entscheiden, ob ein
Maximum (Hochwert) oder ein

Minimum (Tiefwert) vorliegt.

Wenn die zweite Ableitung < 0 ist,
liegt ein Maximum vor, wenn die zweite
Ableitung > O ist, liegt ein Minimum
vor.

(%15) ab:diff(f(x),x);
d

(%05) —ang(xj

(%i6) solve(ab=0,x);

(#06) [ F(x)=0]
(%17) realroots(ab);
(o7) [ Fx)=0]
/*

(%i18) ab2:diff(f(x),X,2);
d2
(X
2 Tx)
(%110) solve(ab2=0,x);
2

(%08)

d
%010
6010y [~

(%111) realroots(ab2);

f(x)=01]

2

(%011) [ d

dxzfuj:O]

/*

Der Hauptzweck der Kurvendiskussion ist die
ErstellTung einer graftischen Darstellung. Dazu
gibT es afferdings heute sehr gut geeignete

Programme.
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Johann Weilharter
Unterstreichen
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/*

REGRESSION

/*

Hier sind die zwei Gleichungen, die man fur eine
lineare Regression braucht:

(%112)
a*sum(x[1]**2,1,1,n)+b*sum(x[1],1,1,n)=sum(x[1]*y[1],1,1,n);

n

(%012)| a z>j x;% +b z>: Xi::z>>jxi Yi
i=1 i=1

i=1

(%113) a*sum(x[i1],1,1,n)+b*n = sum(y[1],1,1,n);

n n
(%013) bn+ain=Zyi
i=1 i=1

(%ild)

diese Gleichungen sind sehr einfach zu verwenden!

WEITERE REGRESSIONSFORMEN FUNKTIONIEREN ANALOG


Johann Weilharter
Rechteck

Johann Weilharter
Rechteck

Johann Weilharter
Rechteck

Johann Weilharter
Schreibmaschine
diese Gleichungen sind sehr einfach zu verwenden!

Johann Weilharter
Schreibmaschine
WEITERE REGRESSIONSFORMEN FUNKTIONIEREN ANALOG


