Analysis GK Abituraufgabe Bayern 2009

Dokumentnummer: DX1132

Die erste Teilaufgabe der zentralen Aufgabenstellung flir das
Abitur 2009 ist zu losen.
Quellen: http://ne.lo-net2.de/selbstlernmaterial/m/abi/BY/mathgk09_A.pdf

--> Kill(all);

(%o0) done

Figure 1: Grundinformation

Die Abbildung zeigt den Graphen Gy einer ganzrationalen Funktion f
dritten Grades mit dem Definitionsbereich Dy = IR . Die in der Abbildung
angegebenen Punkte P(1|3), N;(0]{0), N5(2]0) und N5(4|0) sind
Punkte von Gy.

4 Punkte sind gegeben

--> P:[1,3];N1:[0,0];N2:[2,0];N3:[4,0];
(%01)[1,3]
(%02) [0, 0]
(%03) [2, 0]
[4,0]

(%od)

Die Punkte werden in Koordinaten zerlegt

--> x1:P[1];y1:P[2];
x2:N1[1];y2:N1[2];
x3:N2[1];y3:N2[2];
x4:N3[1];y4:N3[2];
(%0h) 1
(%o6) 3

1

(%07) O
(%08) O
(%09) 2
(%010) O
(%011) 4

(%012) O


http://ne.lo-net2.de/selbstlernmaterial/m/abi/BY/mathgk09_A.pdf

Figure 2: Der Graph

l




Figure 3: Die Funktion kann man leicht erraten, wie mit Geogebra
gezeigt wird

% GeoGebra

=1 2 B2 Sl o] %)

) Freie Objekte
2 D= (1' 3)
b f(X) =X (X -2) (x -4)

D

@ Eingabe: ! i VHa VHBefehl

Figure 4: Bestimmung des Polynoms

Geben Sie den Funktionsterm von f in der Form
f(x)=a(x —b)(x —c)(x —d) an, indem Sie passende Werte fiir
a,b,c,de R ermitteln. Zeigen Sie, dass sich dieser in der Form

6 1,9 x? —6x° +8x schreiben lisst.

--> X*(x-2)*(x-4),expand /* die erratene Losung */;

(%013) x" -6 x°+6 x

--> g(X,y):=y=a*(x-b)*(x-c)*(x-d);
(%014) g(x,¥)=y=a(x-b)(x-c)(x-d)

Anmerkung: b,c und d ergeben sich aus den Nullstellen.



--> g1:g(x1,y1);82:8(x2,y2);83:8(x3,y3);g4:8(x4,y4) /* Einsetzen von 4 Punkten */;
(¥013) 3=a(l-b)(1-c)(1l-d)
(%016) D==-abcd
(¥017) D=a(2-b)(2-¢c)(2-4d)
(%018) O0=a(d-b)(4-c)(d-d)

- l:SOlve([g17g2)g37g4]’[a)bycyd]);
(%019) [[a=1,b=4,c=2,d=0],[a=1,b=4,c=0,d=2],[a=1,b=2,c=

1
1

4,d=0],[a=1,b=0,c=4,d=2],[a=1,b=2, c=0,d=4],[a=1,b=0
=2, d=4]]

,

Es ergeben sich mehrere Losungen, weil die Nullstellen in beliebiger Reihenfolge
genommen

werden konnen. Der klassische Ansatz wird im Folgenden betrachtet:
--> g(X,Y):=y=a*x**3+b*x**2+c*x+d;
(%020) g(x,y¥):=y=ax +bx-+cx+d

- g1 :g(X1 ry1 );g2g(XZ,yZ),g3:g(X3,y3),g4g(X4,y4);
(%021) 3=d+c+h +a

(%022) 0=
(%023) 0=d+2 c+4b+5Sa
(%024) 0=d+4 c+lob+cd a

-z l:SOlve([g1 ’gzyg3’g4];[a’bycyd]);
(%025) [[a=1l,b=-6,c=8,d=0]]

--> tirhs(g(x,Y)),[1];

(%026) X" =6 x°+8 x

--> f(x):="t;

(%027) f(x):=x"-6x°+8x

Figure 5: Wendepunkt und Wendetangente
Weisen Sie nach, dass N, Wendepunkt von G ist, und ermitteln Sie

die Gleichung der zugehodrigen Wendetangente.




--> ab2:diff(f(x),x,2);
(¥028) e 3x =12

--> :solve(ab2=0,x);
(%029) [x=2]

--> f(X),l;

(%030) 0
N2 ist ein Wendepunkt
--> ab:diff(f(x),x);

(%021) 3x°-12 x +5

--> k:ab,x=x3;

(%032) -4
Die Steigung der Wendetangente ist -4
--> g:y=k*x+d,x=x3,y=y3;

(%033) 0=d -8

--> l:solve(g,d);
(%034) [d=8]

--> tg:y=k*x+d,l;
(%035) y=68-4=x

Das ist die Gleichung der Wendetangente

Figure 6: Innenwinkel eines Dreiecks

Die Wendetangente schliefit mit den Koordinatenachsen ein Dreieck
ein. Bestimmen Sie die Innenwinkel dieses Dreiecks.




Figure 7: Geogebra verschafft rasch einen Uberlick

% GeoGebra

& P

Freie Objekte
@ D=(1,3)
2 f(x)=x(x-2)(x-4)
Abhangige Objekte

B=(2,0)
C=(4,0)
E=(0, 8)
Vieleck1=8
ay=4x+8
ak=8
gk=2
h=8.25

@) Eingabe: 0 Befehl ...

> g
(%036) y =8 -4 x

--> |1:tg,x=0;
(%037) ¥y =8

--> ak:y,l1 /* Abschnitt auf der y-Achse */;
(%038) 8

--> |2:tg,y=0;
(%039) 0=8-4x

--> (3:s0lve(12,x);
(%040) [x=2]

--> gk:x,(3 /* Abschnitt auf der x-Achse */;
(%o41) 2



--> h:sgrt(ak**2+gk**2),numer;h:floor(h*100+0.5)/100.0 /*Lehrsatz von Pythagoras
*/;
(%od2) 8.246211251235321

(%o43) B.25

--> w1:asin(gk/h);w1:w1*180/%pi,numer;w1:floor(w1*100+0.5)/100.0
/* Winkel an der y-Achse */;

(%odd) 0.244863854205¢62
(%o4h) 14.02566540128882
(%o46) 14.03

--> w2:90-w1 /* Winkel an der x-Achse */;

Figure 8: Integralfunktion

X
Betrachtet wird nun die Integralfunktion F: x> If(t]dt mit D = IR..
0

--> Kill(t);
(%048) donre

--> f(x);
(%049) x° =6 x° +8 x

--> f(t);
(%050) £ -6 £ +8 ¢

--> F(x):="integrate(f(t),t,0,x);
(%051) F(x):= | f(t)dt
o 0

> F(x);
4 3

X —ExT+lex

-
£

(%055)
4



Figure 9: Flachenbestimmung
Berechnen Sie F(4). Was folgt daraus fiir die beiden Flachenstiicke,
die der Graph G mit der x-Achse im [. und im I'V. Quadranten

einschlieft? Begriinden Sie Thre Antwort. Bestimmen Sie nun die
Summe der Inhalte dieser beiden Fldchenstiicke.

--> F(4) /* von 0 bis 2 hebt sich mit 2 bis 4 auf,
siehe Graph */;
(%054) O

--> Flaeche:2*F(2);
(%053) 8

Figure 10: Graph der Integralfunktion

Einer der drei abgebildeten Graphen 1, II oder I11 stellt den Graphen
von F dar. Geben Sie an, welcher dies 1st, und begriinden Sie Thre
Antwort, indem Sie erklidren, warum die beiden anderen Graphen nicht
in Betracht kommen.

o by

y y y

¥ X }x

f N 0

L

L

Es muss der Graph Il sein ( Polynom 4. Grades), Il hat einen hoheren
Grad, | kommt nicht in Frage, weil es keine negativen Werte geben
kann (den Fall, dass F(x)=0 ist, hatten wir schon - alle anderen Werte
mussen positiv sein (siehe Grafik).



-z prlOtZd([F(X)L [X)'S;S]r [y70:5])$
plot2d: some values were clipped.

]

(%t57)

{4 4=-8=u"I+16x"2 ) /4

Figure 11: Unterscheidung Integralfunktion - Stammfunktion

Bekanntlich 1st jede Integralfunktion der Funktion f auch Stamm-
funktion von f. Begriinden Sie, dass jede Integralfunktion mindestens
eine Nullstelle hat. Geben Sie den Term einer Stammfunktion von f an,
die keine Integralfunktion von f ist.

Hier ist es wichtig, die Aufgabenstellung ganz genau zu lesen, und zwar den
zweiten Satz: jede Integralfunktion hat mindestens eine Nullstelle. Wenn die
Untergrenze und die Obergrenze gleich ist, dann ist der Wert NULL.

--> f(x);

(%059) x° =6 x° +8 x

--> F(x);

(%060)

--> f(t);
(%062) £ =6 £ +8 &

--> G(x):="integrate(f(t),t,-3,x);
(%064) G(x):= f(t)at
Y -3



.
AT -gxT+16xT 441

Stammfunktion

--> S:integrate(f(x),x);
}i4 3 2
r_?rjorf:?}T-E x-+4x°

--> S:5+2 /* das ist eine Stammfunktion, aber keine
Integralfunktion */;

x* -

(%076) — =2 x +4x°+4

-z WXplOtZd([SL [X7'5’5]’ [y10’7])$
plot2d: some values were clipped.

7

E -

(%t75)

H A/ A=-DEn "I+ 4%y I+D

Created with wxMaxima.
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